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应考方略 数学有数

（2） 设函数 g（x）=f（x）+x= 1
2 x2-ax+（a-1）lnx+x．则 g′（x）=x-

（a-1）+ a-1
x ≥2 x·a-1

x姨 -（a-1）=1-（ a-1姨 -1）2． 由于 1<a<

5，故 g′（x）>0，即 g（x）在 （0，+∞）单调增加， 从而当 x1>x2>0 时

有 g（x1）-g（x2）>0， 即 f（x1）-f（x2）+x1-x2>0， 故 f（x1）-f（x2）
x1-x2

>-1，

当 0<x1<x2 时， 有 f（x1）-f（x2）
x1-x2

= f（x2）-f（x1）
x2-x1

>-1成立.

变式. 设函数 f（x）=x2+aln（1+x）有两个极值点 x1，x2，且 x1<x2．
（1） 求 a的取值范围；

（2） 证明： f（x2）> 1-2ln2
4 ．

【分析】 这类问题的处理手法和上面稍有不同， 直接处理
会发现 “此路不通”， 因此要把题目的条件转化， 转化后便可
以处理.

解析：（1）由题设知，函数 f（x）的定义域是（-1，+∞），f ′（x）=

2x+ a
1+x = 2x2+2x+a

1+x ， 且 f ′（x）=0 有两个不同的根 x1、 x2， 所

以 2x2 +2x +a =0 的判别式 驻 =4 -8a >0， 即 a < 1
2 ， 且 x1 =

-1- 1-2a姨
2 ， x2= -1+ 1-2a姨

2 ， 又 x1>-1 故 a>0．因此 a 的取

值范围是（0， 1
2 ）． 结合图像可知， f（x）在区间 （-1， x1） 和

（x2，+∞）是增函数，在区间（x1，x2）是减函数，所以函数 f（x）=x2+

aln（1+x）有两个极值点 x1，x2. 所以 a 的取值范围是（0， 1
2 ）．

（2）由题设和（1）可知： x1+x2=-2，x1x2=a，- 1
2 <x2<0， 因此

a=-2x2（1+x2），于是 f（x2）=x22-2x2（1+x2）ln（1+x2），设函数 g（t）=t2-

2t（1+t）ln（1+t），则 g′（t）=-2t（1+2t）ln（1+t），当t=- 1
2 时，g′（t）=

0；当 t∈（- 1
2 ，0）时，g′（t）>0，故 g（t）在区间[- 1

2 ，0）是增函数，

于是， 当 t∈（- 1
2 ，0）时， g（t）>g（- 1

2 ）= 1-2ln2
4 ， 因此 f（x2）=

g（x2）> 1-2ln2
4 .

【点评】 本题及变式涉及到的是导数中常见的问题， 主要
是分类讨论和等价转化的问题， 在这个过程中， 只要把握分
类讨论的标准和构造函数的基本类型， 那么一切的问题便
“迎难而解” .

拓展： 已知函数 f（x）=lnx- 1
2 ax2+bx（a>0）， 且 f ′（1）=0，

（1） 试用含有 a 的式子表示 b， 并求 f（x）的单调区间；
（2） 函数图像上的任意两点 A（x1，y1）B（x2，y2）（x1<x2），如果

在函数图像上存在点 M（x0，y0）（x0∈（x1，x2）），使得 f（x）在点 M
处的切线 l∥AB， 则称 AB 存在 “相依切线”， 特别地， 当 x0=
x1+x2
2 时， 则称 AB 存在 “中值相依切线” .请问在函数 f（x）的

图像上是否存在两点 A（x1，y1），B（x2，y2）（x1<x2）， 使得 AB 存在
“中值相依切线”？ 若存在， 求出一组 A， B 的坐标； 若不存
在， 说明理由.

【分析】 第 （1） 问求单调区间是比较容易的， 直接根据
条件得出来； 第 （2） 问属于 “新定义” 题型， 根据 “相依切
线” 定义得其本质： 利用 A， B 两点间的斜率与 x0∈（x1，x2）时
导数值 f ′（x0） 相等， 建立关于 x0 的方程， 探究方程是否有根
问题 （即在 x0∈（x1，x2）时， kAB=f ′（x0）是否有根）； 而 “中值相
依切线” 的解决途径则是先假设存在 A， B 两点使得它存在
“中值相依切线”， 建立关于 x1，x2 的方程 kAB=f ′（x0）， 其中 x0=
x1+x2
2 ， 探究方程是否有根.通过题意可知： 上述问题实际都

是通过 A， B 的割线斜率等于切线斜率实现， 但方向不同，
“相依切线” 是已知曲线上点 A、 B 去寻求 M（x0，y0）是否存在，
而 “中值相依切线” 是已知点 M（x0，y0）去寻求点点 A、 B 是否
存在.由此可以得到解法.

解析： （1） f ′（x）= 1
x -ax+b， 由 f ′（1）=0可得 b=a-1.

（2） 假设函数 f（x）的图像上存在两点 A（x1，y1），B（x2，y2）
（x1<x2），

使得 AB 存在 “中值相依切线”， 则 kAB= y2-y1
x2-x1

= lnx2-lnx1
x2-x1

- a（x2+x1）
2 +a-1，f ′（ x2+x1

2 ）= 2
x2+x1

- a（x2+x1）
2 +a-1 又 kAB=

f′（ x2+x12 ）得 lnx2-lnx1
x2-x1

= 2
x2+x1

，所以 lnx2x1
= lnx2-lnx1x2-x1

=
2（x2x1

-1）

1+x2x1

，

由 x2>x1 得x2
x1

>1，设x2
x1

=t（t>1），则 lnt=2- 4
t+1 （t>1），则此式表示

有大于 1的实数根.令 h（t）=lnt+ 4
t+1 -2（t>1），则 h′（t）= （t-1）2

t（t+1）2

>0，所以 h（t）在（1，+∞）上是增函数.因此 h（t）>h（1）=0 与 lnt=

2- 4
t+1 （t>1）有大于 1 的实数根相矛盾，所以函数 f（x）的图像

上不存在两点 A（x1，y1），B（x2，y2）（x1<x2），使得 AB 存在 “中值
相依切线” .

【点评】 本题和今年的高考处理方法也比较类似， 只不过
本题是以高等数学背景———拉格朗日中值定理 “亮剑出击”，
以导数的几何意义为切入点， 有一定的深度， 也充分考查了
考生的能力.其实本题我们只要根据本题的定义， 用导数的几
何意义求出直线的斜率， 再通过构造函数， 利用导数研究函
数的单调性和最值， 它的定义实际上是拉格朗日中值定理的
变形 （作为考生， 我们也应了解一些以高等数学的背景且与
高考息息相关的著名定理， 为了更好让考生了解一下拉格朗
日中值定理， 拉格朗日中值定理： 若函数 f（x）满足如下条件
（1） 在闭区间[a，b]上连续， （2） 在开区间（a，b）内可导； 则在

（a，b）内至少存在一点 孜， 使得 f ′（孜）= f（b）-f（a）
b-a .下面在通过

一个小题让考生更深入了解该定理， 在下列四个函数中， 满
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